6.Téma. Atvasinajums.
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1.-2.STUNDAS

TEMA: Funkcijas robeza

SASNIEDZAMAIS REZULTATS:

/ina funkcijas robezas definiciju.

Prot paskaidrot robezas definiciju, izmantojot
<onkrétu funkciju, tas ipasibas un grafika
10vietojumu koordinatu plakne.




Aplukosim funkciju f(x) =1 + 1/x.

Argumenta vértibam neierobezoti palielinoties
x>+~ funkcijas vertiba arvien mazak
atskiras no 1.

Skaitli A sauc par funkcijas robezu, kad
x>+ , un raksta ILm f(x) =A, ja katram
X2+
pozitivam skaitlim € var atrast tadu
skaitli N, ka ar visam x vertibam , kas
lielakas neka N, ir speka nevienadiba

| f(x)-Al <g




Y y=1+1/x




Y y=1-1/x




1
Funkcija f(x) = — >+, jax>0

Saka, ka funkcija ir bezgaligi liela,
vai funkcijas robeza ir bezgaliba.

lim f(x) = «
i,

Funkcijas robeza ir bezgaliba, kad x>a , ja
katram pozitivam skaitlim M var atrast
tadu pozitivu skaitli &, ka ar visam tam
vertibam , kuram 0< Ix-a I<® , ir spéka
nevienadiba I f(x) I>M

Analogi define funkcijas robezu minuss bezgalibu.



Y y=1/x




y=-1/x




Pienemsim , ka f(x) ir funkcija un a ir punkts,
kura jebkura apkartné atrodas bezgaligi
daudz funkcijas f(x)definicijas apgabala
punktu , turklat pats skaitlis a var piederét pie
f(x) definicijas apgabala, bet var ar1 pie ta
nepiederet. Tad dazados veidos var sastadit
argumenta veértibu virknes , kuras konverge uz
skaitli a , bet kuru locekli nav vienadi ar a.
Izraudzisimies vienu no Sadam virkném
(x1,x2,x3,...xn,...). Atrodot funkcijas vertibas
Sajos punktos , iegustam funkcijas vértibu
virkni f(x1), f(x2),...f(xn)... . Pienemsim , ka $1
funkcijas vertibu virkne konverge uz skaitli A.



Heinriha Heine definicija.

Ja katrai argumenta vértibu virknei , kura
konverge uz skaitli a ( bet kuras locekli nav
vienadi ar a ), atbilstoSa funkcijas vertibu virkne
konverge uz skaitli A, tad saka ka A ir Sis
funkcijas robeza, kad x> a un raksta

lim f(x) =A
xX—>a



y f(x)= (x* -1)/(x-1)

X1 Xz 1




Kos1 definicija

@itli A sauc par funkcijas f(x) robezu, kad \
x—> a, ja katram pozitivam skaitlim £ var atrast

tadu 0, ka ar visam tam x vertibam , kuram
0<I x-a | < §, ir speka nevienadiba

| f(x)-Al<eg
" 4




y f(x)= (x* -1)/(x-1)

e




Pieradisim , izmantojot funkcijas robezas
definiciju , ka funkcijas f(x)=(x* -1)/(x-1)
robeza ir 2.

Japierada,kal f(x)-21 <€, kurgir
jebkurs pozitivs skaitlis.

| (x2-1)/(x-1)-2 I<¢g

Ix+1-2 I<¢g

Ix-11<g ir patiesa ja x->1
=> 2 ir f(x) robeza , ja x>1



Nosaki un pamato funkcijas y=2+ 4/(x-3)
robezas. Pieraksti rezultatu, izmantojot
pienemtos apzimejumus.



g

Paskaidro, kapéecfunkcijai , kuras grafiks
attelots dotaja zimejuma , robeza punkta
1ir-1.




Pieradit, ka Iigq (4x+3) =7



Pieradit, ka Iig11 (3-2x) =5



Pieradit, ka Iigg (x2/x) =0

k?(x}‘o\ci
2| <€ .
<) <E MF“’““)V/DO n g 1



Pieradit, ka Iig)‘ ((16-x2)/(4-x)) =8

\5(%\-8\% urx- 8| <
ey elee o 1€
) Podc Q))D/d\fvc




Pieradit, ka Iig; ((x2-4x+4)/(x-2)) =0



Pieradit, ka gT3 ((9x%-6x+1)/(1-3x)) =0
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3.-4.STUNDAS

TEMA: Funkcijas robeza
SASNIEDZAMAIS REZULTATS:

Zina kas ir vienpuséjas funkcijas robezas.

Prot paskaidrot vienpuséjas robezu, izmantojot
definiciju, konkrétas funkcijas ipasibas un tas
grafiku.




Funkcijas robezu , kas x-2>a un x>a , sauc par
robeZzu no labas puses vai par labo robezu un

raksta
liem f(x) jeb lim f(x)

x—=>a+0
x>a

Funkcijas robezu , kas :=>a un x<a, sauc pa
robezu no labas puses vai par Kreiso robezu u

rakst:
lim f(x) jeb 11m f(x)

x~>a x—2>a-0
x<a



Y] a ir viens no funkcijas
definicijas intervala
gala punktiem.

X
Dotai funkcijai pastav tikai
laba funkcijas robeza.

Robeza no labas puses nav

: vienada ar robezu no kreisas
la _—~ puses. Saja gadijuma
Bl i *X

saka, ka lim fg() neeksisté
X-—2a




a ir intervala ieksejais punkts un
lim f(x)= lim f(x) = I| f(x) =A

x>a-0 x—>a+0



Nosaki robezas lim f(x) , lim f(x) , lim f(x)
X -0 XD+ x—>a+0

lim £(x)

x—>a-0



ﬂ\a 'y

Nosaki robezas lim f(x) , lim f(x) , lim f(x)
X -0 XD+ x—>a+0

lim £(x)

x—>a-0



[

Nosaki robezas lim f(x) , lim f(x) , lim f(x)
X -0 XD+ x—>a+0

lim £(x)

x—>a-0



Nosaki robezas lim f(x) , lim f(x) , lim f(x)
X -0 XD+ x—>a+0

lim £(x)

x—>a-0



Nosaki robezas lim f(x) , Ii:m f(x) , lim f(x)
X -0 XD+ x—>a+0

lim £(x)

x—>a-0



a/ h

Nosaki robezas lim f(x) , lim f(x) , lim f(x)
X -0 XD+ x—>a+0

lim £(x)

x—>a-0



XUzszét funkcijas f(x) grafiku un péec
ziméjuma noteikt funkcijas vienpuseéjas
robezas definicijas apgabala intervalu galos

a) f(x)=1/x? bg(x)=ﬁ+l; ja x<2

x-2)?, ja x>2

1/x , jax>1

: IxI
¢) f(x) = {X2+1 ,jax<l d) f(x)= =

x3 -x2

¢) 1(x)= 21x-11




X , ja x<0 -x“,jaxs1

y s g) :
f(x) = {2 020 {mf"-sx ey

h) f(x)= sin x , ja -Tr/2SX<T11/2
COSX , ja TI/2<XSTr

j) f(X) =§2x , ja x< 1

log , x, jJa x>1



https://www.khanacademy.org/math/differential-calculus/dc-limits



v
5.-6.STUNDAS

TEMA: Funkcijas robeza

SASNIEDZAMAIS REZULTATS:

Zina teorémas par robezu.
Prot noverst nenoteiktibu 0/0 un o/,



Teoréma par funkciju summas (starpibu)
robezu.

Ja lim f(x)=A un lim @(x) =B , tad
X—>a X—>a

lim (f()2(x))= A%B



Teoréma par funkciju reizinajuma robezu.

Ja lgn f(x)=A un llm ¢(x) =B, tad
X—=a

lim (f(x) -@(x))= A-B

Secinajums:

lgn C-H(x)= llm C- llm f(x) =C- llm f(x)
X—=2a



Teoréma par funkciju dalijjuma robezu.

Ja lim f(x)= A un lim @(x) =B, tad
X—>a X—>a

lim (f(x) /p(x))= A/B



Ja f(f) definéta pie x=a, tad

lim (x) = f(a)

Aprekini 1321(%%) un pieradi, ka iegiita
X

vértiba ir funkcijas robeza, izmantojot funkcijas
robezas definiciju.



Aprekinat funkcijas robezu un pieradit, ka ieguta
vértiba ir funkcijas robeza, izmantojot funkcijas
robezas definiciju.

a) lim (x* -2x?+3x+9)
X2>2



b) lim (5x* -3x3 +x2 -3x+5)
x=21



lim X -4x+1
x>2 3-x




Iim
Xx—>2

x? -x-2

x-3



lim (2x° -5x? +x-4)
x>-1



Vixed -4
Vx+2 =3



x4

Vil

1
V-1






L) lim (5-0g2x)

X*9






ROBEZAS APREKINASANA

Teorémas par robezam nav lietojamas robeza
atrasanai, ja f(x) un @(x) ir bezgaligi lielas
funkcijas.

Ja )l(l;g f(x) =< un lim @(x)==< (a vieta var
bt ar1 +«, - vai ©) Tad So funkciju
dalijuma robezas apzimésanai lieto

pierakstu: g )
52 ()~

ko lasa: Nenoteiktiba: bezgaliba dalita ar bezgalib

1w 1



Ja f(x) un @(x) ir polinomi lai noveérstu Ie/«~|
nenoteiktibu , tad skaititaja un saucéja
izteiksmes dala ar x", kur n ir polinoma @(x)
augstaka pakape.



Aprekinat robezu

lim _2Xx+3
x>=  S§x+1

. 15x?% -3x+5
Iim
x>« 3x3+1




XD

lim
X

3x2 -4x+2

x3 -1

3x2 -4x+2

x+1



&m V XZ+2?<+2.

Ao 2 x-A



g tim (3740)

X~¥00

X 50

6-2%—5
2% -3







ﬁ'm
( x-{resr)

K >g0

|1




L (5 vx YK x )

X319




i (| 4+ 96 = 2x)
K o0

Qi ({50 +3x)

Ly — 0
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7.-8.STUNDAS

TEMA: Funkcijas nepartrauktiba
SASNIEDZAMAIS REZULTATS:

Prot definet funkcijas nepartrauktibu intervala.
Zina Kkas ir partraukta funkcija, partraukuma
punkti .

Prot izmantot nepartrauktibas definiciju funkciju
robezas aprekinasanai.

Prot noteikt partraukuma punktus konkretai
funkcijai.




Aplukosim nepartrauktas funkcijas grafiku
un grafiku kur funkcijai ir partraukums
punkta Xo.

y=t(x)




Funkcija f(x) ir nepartraukta punkta xo, ja Sis
punkts pieder pie funkcijas definicijas
apgabala, un bezgaligi mazam argumenta
piecaugumam Ax atbilst ar1 bezgaligi mazs
funkcijas pieaugums Af(x0) Saja punkta, t.i.

lim Af(XO) =()
Ax—>0

Funkcija f(x) ir partraukta punkta x. , ja Saja
punkta ta nav definéta.




Atrast pieauguma izteiksmi Af(x) dotajaji
funkcijai:
f(x)= x2

f(x)=1/x

f(x)=In x



Aprekini Af(x) funkcijai f(x)= 9- x?
ja Xo=-2 Ax=0.2

jaxo=1 Ax=-0.1

jaxo=2 Ax= 0.3



N daHo: AKMN - npsAMOYronbHbIn
[
M=90° , N=60° ,LN- 6uccekrtpuca

MN=6 cm
KN=? NL=? KL=?4KNL=? 4 KLN=?

-
K L "M AKMN:ANKM=90-2KNM =90-60=30°
KN=MN/cosN=6/cos60=12 cm

LN- 6uccektpuca=> KNL=xL NM=30°

AKNL: NLK=180° - gKNL-%LKN = 180°-30°-30° =120°
AMNL: LN=NM/cosglNM = 6*28%" =4\{3'om

2K =2KNL =30° => AKNL - paBHO6eApeHHbIW ( yrMbl NPU OCHOBAHUU paBHbI)
=> KL=LN=4{%' .

g o 2
QA pdl S KL-LN- Sin420 = 0.5*16*3*sin 60° =6{3' (m
J' —_'_‘_'_,_,-—f_'-_—



